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Exercice 1 (EML 2011)

Partie I : Etude et représentation graphique de f

1. f est dérivable sur ]0; +oo[ comme composée et produit de fonctions dérivables et

Vo >0, f (z

):<1+m

1
= <1+ +x+1n(a;)> e 1,
X

1

) e (z+1In(z)e”?

2. 11 s’agit juste d’étudier la fonction g définie sur R** par g () = In(z) + 1. Le minimum de g sur R™ vaut 1,
d’ou le résultat.

3. on a donc pour tout x € |0, +00]

Conclusion :

4. On a donc f’ (x) > 0 sur ]0,+o0o[ Conclusion :

1 1
x+lnx+1+;: <lnx+x>+1—|—x—g(a:)+1—|—x>g(x)>0.

Yz > 0, J:+ln1:+1+%>0.

5 En 0 : f(z) = (z+Inz)e” ! - —c0
En +oo: f(z) = (z +1Inz)e* ! — 4o0.
On en déduit le tableau de variations suivant :

f est strictement croissante sur |0, +o0]

x 0 —+00
f'(x)
+00
/ —

et f'(1) = 3 (pente de la tangente en 1).

6. En 0" : f(2) — —oo et on a donc une asymptote verticale.

En +oo:

car In (z) = o (z) et on a donc une branche parabolique verticale en +oo.

f(x) (z+Inx)es !

X

X

7. La tangente .7 au point d’abscisse 1 a pour équation :

y=f(D@-1)+f1)=3x—-1)+1=3x—2.

ea:—l — 400
X

Au vu des branches infinies, de cette tangente et de I’étude des variations, ¢ a pour allure :



8]

9L

Partie II : Etude d’une suite récurrente associée a f.

1. Par récurrence :
ug = 2 existe et ug > 2
Soit n € N tel que u,, existe et u, > 2
Alors uy, > 0 et up41 = f (uy) est donc défini.
Et comme f est strictement croissante sur ]|0; +00[ et que u,, et 2 en sont éléments,

F () >ty = £(2) = 2+ 1n(2) - e > 2,

Conclusion : | Pour tout n € N, u,, existe et u, > 2

2. Pour n =0:up=2et e’ =1 donc uy > €°
Soit n € N tel que u,, > €™ alors le moyen naturel est :
Uny1 = f (un) > f(e") mais f (e”) = (" +1n(e”)) e ~! ne donne pas directement le e"*!
On recycle donc la question précédente :
f (un) = (up +In (uy)) e*n 1 avec
e In(uy) > In(2) donc uy, + In (u,) > upy > €”
e et u, —1>1donc e¥n1 > ¢l

o d'ott f(u,) > e"e = ent!

Conclusion : | Vn € N, wu, > €" et par minoration u,, — 400,

3. On calcule u, et n tant que u, < 10%° (ou jusqu’a ce que u, > 10?° puisque ce n’est pas pour ug que cela se
produit)
program premier ;
var n :integer ; u :real;
begin
u :=2;n :=0;
while u<1E20 do
begin u :=(u+ln(u))*exp(u-1) ; n :=n+l; end;
writeln(n) ;

end.



Partie III : Etude d’extremums locaux pour une fonction de deux variables associée a f

1. F est 'unique primitive de f qui s’annule en 1 (dont l'existence provient de la continuité de f sur ]0;+o0[),
donc F' est dérivable sur ]0; +oo[ et F' (x) = f (z) pour tout = € ]0; +oc[. Comme f est de classe €', F est de
classe €2 sur ]0; +oc].

2. On a, pour tout (z,y) € ]0; +c>o[2

oG , 1 zty Tty
P = — — 2 = — 2
(@ y) = F (@) =2x e 7 = f(a)—e

oG zty

8—y(m,y):f(y)—e 2
3. (a) f est continue et strictement croissante sur |0; +oo[ donc bijective de ]0; +o0o[ dans ]li(r)n fi l+1m fl=
o0

(b) Pour tout (z,y) € ]0; +oo[2, (z,y) est un point critique de G si et seulement si

Tty
0 — = fx)=f(y
{ QG i (v.9) = 0 = flz)—e iy 0 <:>{ (=) x+y( ) et comme f est bijective sur |0; +oo[
y (@y) = flyy—e 2 =0 fly)—e2 =0
et que x et y en sont éléments,
% (x,y) =0

On résout alors cette seconde équation
Fly)—e? =0<= (y+In(y)e’ ' —e? =0

= (y+h(y)e ' —1=0
= yt+th(y) =e

Conclusion :| (x,y) € ]0; —i—oo[2 est un point critique de G si et seulement si
r=y et z+Ilnx=e.

4. On peut appliquer le théoréme de bijection sur |0; +oo[ puis vérifier que 1 < o < e en comparant les images.

Conclusion :| =+ In(z) = e a une unique solution « sur |0;+ocof et 1 < a < e.

5. G a donc un unique point critique (o, ) sur 'ouvert |0; +oof
Reste & tester 7t — s2 > 0 :
On a, pour tout (x,y) € ]0;+oo[>

26 (a,) = f (@) - 1’2"
i (wy) = 25 (o) = 1.7t
26 (a,y) = f ()~ e 2
et en (o, ) :
2( a) = f(a) — ze°
s =— lea
t=f'(a) - Leo

On simplifie I'expresion de f’ () en tenant compte du fait que a +1n(a) =€ :

1 1 1
f' (o) = <1+—|—a+ln(a)> e = <1++e> et = <1+> el e > e
(6 (6 (6%

et donc f' (o) — e* > 0 (et en particulier f'(a) > 0)

2 2
et on a donc rt — 52 = <f’ (o) — ;eo‘> - <—;e°‘) =f'"(a)(f'(a) =€) >0

. . 2
Conclusion :| G a un extremum local unique en (a, ) sur Pouvert |0, +o0]
et comme 7 > 0, ¢’est un minimum local.




Exercice 2 (CARRES MAGIQUES)

1. Il y a en tout 8 conditions, qui se traduisent par le systéme linéaire suivant (8 équations, 9 inconnues) :

a+b+c=0 L,
lignes d+e+f=0 Lo
i1+j+k=0 L3
at+d+i=0 C;
colonnes b+e+j=0 Cy
c+f+k=0 Cs
a+e+k:0 D1
c+e+1=0 Doy

diagonales {

2. On a deux points a vérifier :

e La matrice nulle est bien un carré magique de somme nulle (évident).

e Soient A, B € F deux carrés magiques de somme nulle, et A\, u € R deux réels.

a b c I m n Aa+pl Ao+ pm  Ae+ pn
Onécrit A=|d e fleeB=|o p q|.Alors \A+uB=|AXd+puo Xe+up Af+puq| vérifie
i 7 k r s t AN+ pur Aj+ps  Ak+ut

les 8 conditions d’un carré magique de somme nulle. Par exemple :
o (Aa+pl)+No+pum)+ Ae+pn)=ANa+b+c)+pul+m+n)=Ax0+pux0=0.
Pour les autres lignes, la preuve est semblable.
o idem pour les colonnes.
o idem pour les diagonales.

Remarque : En identifiant .#3(R) & RY (ce que 'on peut rendre mathématiquement rigoureux, mais pas avec le
programme de premiére année), on peut voir ’ensemble des carrés magiques de somme nulle comme ’ensemble
de solutions du systeme linéaire homogene (.9), qui est d’apres le cours un sev de RY.

. C’est évident. Si A est un carré magique de somme nulle, alors ¢ = —(a+0b) (d’apreés Ly). De méme, f = —(d+e)
(LQ), 1= —(a+ d) (Cl), j= —(b-l- 6) (Cg) et k= —(a +6) (Dl)

4. Pour la diagonale, on obtient alors —2a —b—d+e = 0; pour le derniere ligne, on obtient alors —2a—b—d—e = 0.

5. On en déduit immédiatement que e = 0 (faire la différence entre les deux équations ci-dessus), d’on d = —2a —b.

6. Un carré magique de somme nulle A peut donc s’écrire sous la forme :

a b —(a+0b)
A= d 0 —d care=20
—(a+d) —b —a
a b —(a+b)
= —-2a—-b 0 2a+ b card=—2a—b
a+b —b —a
1 0 -1 0 1 -1
=al-2 0 2 |+b[-1 0O 1 | =aMy + bMs,
1 0 -1 1 -1 0

comme annonceé.

Réciproquement, les deux matrices M; et Ms sont deux carrés magiques de somme nulle, et puisque F' est un
sev de .#5(R), toute combinaison linéaire de ces deux matrices est un carré magique de somme nulle.

. On vient donc de démontrer que F' = Vect(My, Msy). (M, Ms) est donc une famille génératrice de F. De plus,
elle est libre (facile), c’est donc une base de F', qui est donc de dimension 2.

e f est linéaire : VA, B € F.V\, u € R,

FOA+uB) = M+ uB+ (A + uB) = M+ uB+ N A+ p'B = NA+4) + p(B+'B) = Af(A) + nf (B).



e VA€ F, f(A) € F :eneffet, si Ae F,'A € F (évident), et donc f(A) = A+!'A € F car F est un sev de
A3(R). f est bien un endomorphisme de F.

9. On a, pour A =aMy +bM, € F :

2 =20
AeKer(f) < af(M1)+bf(Ma)=0<=a|-2 0 2 |=0<=a=0.
0 2 -1

Ainsi, les carrés magiques de Ker(f) sont les multiples de Ma, i.e. Ker(f) = Vect (Maz). (M2) est une famille
génératrice de Ker(f), et libre (facile), donc en est une base.

10. On sait que

2 -2 0 0 0 0 2 =2 0
Im(f) = Vect (f(M1), f(Mz)) = Vect -2 0 21,10 00 = Vect -2 0 2 = Vect(Ms).
0o 2 -1 0 0 0 0o 2 -1

(Ms3) est une famille génératrice de Im(f), et libre (facile), donc en est une base.

Exercice 3 (EDHEC 2011)

1. (a) (X; =1) signifie que 'urne 4 contient encore ses n boules apres les n tirages, donc qu’elle n’a jamais été
n
choisie : (X; =1) = ﬂ Ui i, donc (événements indépendants) :
k=1

n

P(X;=1)=]]P(

ol
—_

Ui
. (n—l
et N1
B 1
)

(b) (X; =1)N(X; = 1) signifie qu’aucune des deux urnes ¢ et j n’ont été choisies.
n—2

)
) (urnes équiprobables)
n

A chaque tirage, la probabilité en est de

(urnes équiprobables) donc, pour tout i # j de {1,2,...,n}

P(X;=1NX;=1)= <”;2>n= <1—Z)n.

0 (-2 () e L2 (12w (12) 4 (1)

DOHCP(Xizl)P(Xj:1)#P(Xi:1ﬂXj:1)

Conclusion :| sii et j sont deux entiers naturels distincts,
X; et X; ne sont pas indépendantes.

2. (a) X; est une variable de Bernoulli donc E(X;) = P(X;=1) = (1 - %)n Par linéarité de l'espérance,
E(Y,)=YE(X;)=nx(1-21)"
i=1

Conclusion : | E(Y,) =n (1-2)".

n

(b) On a alors
1 1\"
—-EY,)=(1—-—
rE() = (1-1)

)

et comme In (1 + z) ~ z quand  — O alors nln (1 — 1) ~ —nd doncnln (1 - 1) - —1et LE(Y,) — 7!



E(¥n) — 1.

ou encore
nj/e

Conclusion : | E(Yy,) ~ n
e

Y,, compte le nombre d’urne restant intactes. Donc, en moyenne, le tiers (e ~ 3) environ des urnes reste
intouchées.

3. (a) N; est le nombre de fois ou I'urne ¢ a été choisie en n épreuves indépendantes de Bernoulli de parametre %

Conclusion : | N; — B (n, %) donc E (N;) =nt =1

n

(b) X; vaut 0 si I'urne ¢ a été choisie au moins une fois et IV; vaut 0 si elle n’a jamais été choisie.
Conclusion : | N;X; =0
(c) Les variables IV; et X; ne sont pas indépendantes, en effet E'(N;X;) =0 # E (N;) E(X;).

4. Program edhec 2011 ;

Var x1, nl, n, k, tirage, hasard : integer;

Begin
Randomize ; // initialisation du générateur
Writeln(‘donnez un entier naturel n supérieur ou égal a 2’) ;
Readln(n) ; // saisit le nombre d’expérience et d’urne
nl :=0; x1 :=1; // nl est un compteur
For k :=1 to n do // on fait n fois
begin
hasard : = random(n) + 1; // choix d’un numero d’urne
If hasard = 1 then
begin
x1 :=0; // on a choisi au moins une fois 1’urne 1
nl :=nl+1; // on compte une boule manquante de plus
end ;
end ;
Writeln(xl, nl) ;
End.



