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Chapitre n° 20 :
COMPARAISON DE FONCTIONS ET DE SUITES

Dans la suite, on supposera que les fonctions sont définies sur un intervalle I sauf peut-étre en un point zy € I,
et continues. Ce point xy pourra désigner également 400 ou —oo.

| Equivalence

Définition : Soient f, g deux fonctions définies sur [ sauf peut-étre en x( et continues.
On dit que f est équivalente a g au voisinage de xq et on écrit f(x) ~ g(x) ou f(x) ~ g(x) si:
Tr—TQ o
x
g(x) # 0 dans un voisinage de zg (sauf peut-étre en zy) et lim @) =1.
w0 g(x)
2
o +1
Exemple — car .Eten —oc0?
25 oo
2 +1
~ car
x> 0

A Attention ! Ne jamais écrire une équivalence du type f(x) ~ 0, cela n’a pas de sens!
zo

Propriété : Un polynome en z est équivalent en +00 a son monome de plus haut degré.
Attention, c’est le contraire en 0!

723 — 5000020 + 1010 ~ car

E le :
xemple fod

5x° — 1022 ~ car

Regles de calcul :

e Soit £ un nombre non nul. Alors f(r) ~ € ssi f(z) — ¢.
fx) ~ f(=)

Si f(x) ~ g(w) alors g(x) ~ f(x)

Si f(z) ~ g(w) et g(x) ~ h(x)alors f(x) ~ h(z)

Si f1(w) 2 1(2) et si fo(w) o ga(e) alors f1(2) fo(2) 2 g1(@)ga()
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St f(x) ~ g(x) alors |f(z)] ~ |g(x)].

82

A Attention! La somme et la composition ne préservent pas I’équivalence :

o fi(r) ~gi(x) et foz) ~ g2(z) % fi(@) + fol@) o~ g1(2) + g2().

2+ ~ 2
Contre-exemple : { T }Z _ o mais (2 +2)+ (-2 +x) =22 0= (2%) + (—z?).
o filx) ~ folx) # g o filz) ~» g o faol).
>
Contre-exemple : 2% + x ~ 2% mais e” te ol e”  car e;:” = e temat — ot — +o0 # 1

Théoreme : Deux fonctions équivalentes f et g sont dites de méme nature, c¢’est-a-dire :
e f possede une limite en x( ssi g possede une limite en zy et dans ce cas elles ont la méme limite.

e f n’a pas de limite en z( ssi g n’a pas de limite en xg.

La recherche d’équivalents est donc un moyen pour déterminer une limite!

2+ 1

Exercice : trouver la limite en —oo de

= (qui est une F.I. du type ).
T

Exemples de référence : (déja vus dans le chapitre sur les limites)

et -1~z
0
° ln(l—l—l’)fa/:l:

e Vo € R*, (1+x)a—1f5Jax. En particulier, avecazl/g, \/1+x—1r;§
e’ —1
NS

V1+ Hetls -1

In(1+ =)

Exercice : Trouver la limite en 0 de

Trouver la limite en +o0o de

II Négligeabilité

Définition : On dit que f est négligeable devant g au voisinage de xq et on écrit f(z) = o(g(z)) ou
T—T0
@) = olg(w)) s
. . - f(=)
g(x) # 0 dans un voisinage de zy (sauf peut-étre en zy) et lim I 0.
t—zo g(x
Remarque :

« Trouver un équivalent revient a supprimer les termes qui sont négligeables devant les autres » :

fz) ~g(x) & f(z) = g(2) = o(g(2)) & f(z) = g(z) + 0o(g(z)).

Exemple fondamental :
Au voisinage de 0 : z3 = o(z?) car I3/$2 =r — 0 . Plus généralement, si 0 > P alors z" = o(zP).

Au voisinage de £00 : 2% = o(z®) car /3 = 1/, —,_ 0. Plus généralement, si 70 > P alors 2P = o(z™).
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Regles de calcul : Théoreme : Deux suites équivalentes u et v sont de méme nature, c’est-a-dire :

o f(x) = o(1) ssi f(x) — 0. e u converge ssi v converge et dans ce cas elles ont la méme limite.

T—X0

e y diverge vers +00o (resp. —o0o) ssi v diverge vers +oo (resp. —00).

Soit £ un nombre non nul. Alors f(z) = £+ o(1) ssi f(z) —

Tr—X0
Théoreme : Supposons que u,, = o(v,). Alors :
* Si f(z) 0 o(g(x)) et g(x) o o(h(x)) alors f(x) o o(h(z)) e si la suite v tend vers 0 alors u tend vers 0
e si|u,| — +ooalors |v,] — o0
° n—-+o00 n—-+o0o

VA€ R, f(x) = o(g(x))  Af(2) = 0(9(x)) & f(x) = 0(Ag(x))

o Si fi(x) = o(g(x)) et folx) = 0lg(a)), alors fi(w) + fola) = olg(x)) Propriété :
e si0<a<pf n®=o0(n’ : par exemple, n? = o(n?)
e Si fi(x) = o(g1()) et fa(x) = o(ga(w)), alors fi(z)fa(z) = o(g1(w)ga(7)) e si0<f<a, n% = o(n%) : par exemple, # = 0(%)
. ) e Un polynéme en n est équivalent & son monome de plus haut degré : 7Tn'? — 50000n'° 4+ 1010 ~ 7n!3
Si = t 0 isi d f peut-ét 1 =0 —
e Si f(x) = o(g(z)) et f(z) # 0 au voisinage de z( (sauf peut-étre en z), alors o) = 0 (f(x)) e ctc ...

e si f(x) = o(g(x)) et que f(x) et g(x) sont > 0 au voisinage de zg, alors Yoo € R™, (f(2))* = o((g9(z))?)

Théoreme : Supposons que f(x) = o(g(z)).

e si g(r) — 0 alors f(x) — 0
Tr—T0

T—x0

e si|f(z)] — o0 alors |g(z)] — +o00 (A ne pas oublier les valeurs absolues).
T—x0 T—x0

Exemples de référence : cf chapitre sur les limites et notamment le théoréeme des croissances comparées :
e En l'infini :

1 1
oxaizooo(xﬂ)ssi()<a<6 et xai—mo(xﬂ:)ssi()<ﬁ<a
o (Inxz)* = o(zP) Va > 0, V3 > 0.

o r* = o(ef*) Va >0, V3 >0 et e’ = o(=5) Va>0,Y3>0

+00 +oo
e En0:
1 a
o (Inz)* = o(5) Va>0,Y3 >0 (car ( nlzz:) =27 (Inz)*!)
P

o In(1+ z) = xr+o(x)

o em?l—i-x—i-o(a:) car em—lr(\)zxd’oﬁe””—lzx—i—o(w) soit encore e* =1+ = + o(z).

IIT Cas particulier des suites

Définition : Soient u et v deux suites. On dit qu’au voisinage de 400 :
u
e u est négligeable devant v : u, = o(v,) si ( v, # 0 a partir d’un certain rang et 11111 =0 )
n—+o00 ),
u
e u est équivalente a v : u,, ~ v, si ( v, # 0 a partir d’un certain rang et hI_P - =1. )
n—+oo 1),

Remarque :

e Comme on ne s’intéresse qu’au comportement en n — +00, on ne le précisera pas toujours en-dessous des
symboles ~ ou o.

e Toutes les propriétés vues dans les sections précédentes s’appliquent aux suites (qui sont des fonctions de
la variable n au lieu de z). Les réécrire ci-apres!
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