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Fiche n°1

NOMBRES COMPLEXES

Exercice 1. On considere les nombres complexes a = 1+ et b = /3 — i.
a) Déterminer la forme trigonométrique de a, b, et de ab.

b) Déterminer la forme algébrique de ab.

c) En déduire les valeurs exactes de cos % et de sin 112

—4
Exercice 2. Mettre sous forme algébrique, puis trigonométrique le nombre complexe Z = 17\/3

+1
Calculer Z3.

Exercice 3. Donner la forme trigonométrique des complexes suivants :

_ : _ 1 _ (V3+0)?
a=(V3+3i) b—m C—W.

Exercice 4. Résoudre dans R les équations suivantes :
4
1. tan(3x—%>:tan($+§) 2. cosx —/3sinz =1

3. sin2x = sinx 4. 2cosx —2sinx—1=0

. . 9 s 9 . cosrcosy =a+b
Exercice 5. Soit (a,b) € R*. Résoudre dans R~ le systeme : (S) : _ _ .
sinzsiny =a —b
Exercice 6. Soit z € C. Montrer I’équivalence suivante :
|z —i|=|z+i] < z€R.

Interpréter géométriquement.

Exercice 7.

o est de module 1.

1
a) Montrer que pour tout z € R, le nombre complexe 1

. P 140
b) Quels sont les complexes de module 1 qui peuvent s’écrire sous la forme T2’ avec x € R?
xi

[Re(2)] + [Tm(z)]
V2

lz+1] =1
lz—1|=1

Exercice 8. Montrer que, pour tout z € C, < |z| < |Re(z)| + | Im(z)].

Exercice 9. Résoudre dans C le systeme { . Interpréter géométriquement.

Exercice 10. Simplifier, en fonction de n > 1, les expressions i" et (1 +14)".
(On pourra judicieusement penser a utiliser la forme trigonométrique des nombres complezes concernés).

Exercice 11. Montrer que, pour tout entier n > 0, le nombre complexe (2 + 3i)" + (2 — 3¢)" est un nombre
entier. (Indication : on pourra développer par la formule du binéme).



Exercice 12. Soient (z, z') € C2. Montrer 1’égalité suivante, appelée identité du parallélogramme :
lz+ 22+ 2= 2> =2(2)* + |Z]?).

Interpréter géométriquement.

Exercice 13. Linéariser cos%0, (cosf)*(sin@), (cos®)*(sin@)2.
Réponse :

! <cos69—|—6(:os49+15 00520—1—1()) 116 (2sin(9)+3sin(30)+sin(59)> 3

32 ! <2+COS(29) 2008(49)—005(69)).

e
Indication : utiliser les formules d’Euler : cos = — et sinf = — Développer les puissances
i

ei@ 4 e—i@ ei@ —1i6
par la formule du bindome.

Exercice 14. Soit z € R. Calculer les sommes suivantes :

S = kzzo <Z> cos kx et S = Z <Z> sin kz.

Indication : on pourra calculer S +iS’.

Exercice 15. Montrer, pour tout (f,n) € R x N\ {0,1},

n—1

nilcos@—i—m) 28111(04——) =0.

Exercice 16. Résoudre dans C :
1. 22=—-1+4+1iV/3 2. 22=T7-"Ti 3. 25 =1.

(On cherchera les solutions sous forme trigonométrique).

Exercice 17. Résoudre dans C les équations 22 +z+1=0et 22 — 224+ 5 = 0.

sous forme trigonométrique, puis résoudre dans C les

—4
1+iv3

Exercice 18. Ecrire les complexes —i et

équations : 2° = —i et 25 =

—4
1+iv3
Exercice 19. Relations coefficients/racines d’un trinéme

1. On considere les racines 21, z2 € C du trindome az? + bz +¢  (a,b,c € C,a # 0).
Exprimer S = 21 + 29 et P = 2125 en fonction de a, b, c.

21+ 20 =—1 21+ 220=1
2. Résoudre dans C? les systémes suivants : (S7) : LA , et (S2): LA .
2120 =9 — 51 2120 =1 — 3i.
EXERCICES DEFIS
Exercice 20. Montrer que ensemble S = {n € N | 3(a,b) € Z?,n = a® + b*} est stable par multiplication

(i.e. le produit de deux éléments de S appartient a .S).

Exercice 21. Soient u,v deux nombres complexes de modules 1.
Montrer que si 2 + uv est de module 1, alors uv = —1.

Exercice 22. Calculer la longueur d’un c6té d’un polygone régulier & n sommets inscrit dans le cercle unité
(n > 3).
Indication : On pourra calculer les affixes de deux sommets consécutifs bien choisis... et faire un dessin!



CORRECTIONS.

Correction n° 1. On considére les nombres complexes ¢ = 1 +1i et b = /3 — i. Déterminer la

forme trigonométrique de a, b, et de ab. Déterminer la forme algébrique de ab. En déduire les
valeurs exactes de cos 112 et de sin %
™ V3+1 .om V31

Réponse : cos — et sin — =

12 22 12 2/2

Correction n° 2. Mettre sous forme algébrique (forme a +ib) puis trigonométrique (forme re')

le nombre complexe :
—4

7 = .
1+iv3

puis calculer Z3.
2w
7 = —1+iV/3. On factorise par |Z| pour obtenir la forme trigonométrique : Z = 2(—5 + 17) =2 3 .

Ainsi, Z3 = 23(6%)3 = 8¢e%™ = 8.

Correction n° 3. Donner la forme trigonométrique des complexes suivants :

_ . 1 (V3 +i)?
a=(V3+3i)*, b—m : C—W.

1 3 x
e en factorisant par le module (ici v/12, encore égal & 2v/3), on obtient /3 + 3i = 2\/5(5 + zi) = 24/3¢'s.

2
N\ 4 Ax T
Dot a = (2v3¢'F) =16 x 9/ =

— 2 o-2) 8 4 4 l\2 a7

1 \? 1 242 1+ V2 (V2 V2N V2a o (V2
ob:<(2)>.0r( = = = <2 2) 1 4.Doub—<4e

13
v
w
|
S
Q
@
S8

3 1 i i
e \V3+i= 2({ +z§) =2¢% donc (V3 +1i)?2 =4es .
1414 =+/2¢'1 donc (1+1i)3 = Qﬂei%.
s
Ainsi, par quotient, - \/ieﬁ.

Correction n° 4.

Correction n° 5. Soit (a,b) € R%. Résoudre dans R? le systéme :
cosxcosy =a+b (1)
S . .
sinzsiny =a—b (2)
Le systeme est équivalent & :

coszcosy +sinxsiny = 2a (1) + (2)
coszcosy —sinzsiny = 2b (1) — (2)



Donc, en utilisant les formules de trigonométrie :

cos(x —y) = 2a (1) + (2)
s { cos(z +y) =2b (1) — (2)

On constate que si [2a] > 1 ou si |2b] > 1, alors le systéme n’a pas de solution. Ainsi :

ler cas :sia ¢ [—5,5} oub¢ [—5,5] :
I’ensemble des solutions est 0.

11
2eme cas :sia € [—=, -] et be [—5,7] :
Il existe a et B deux réels tels que 2a = cos a et 2b = cos 3. Ainsi,
PN cos(x — y) = cos r—y=a]2r|our—y=—«a27]
cos(z + y) = cos 8 x+y = p2r] oux —y=—pF[27]

Ainsi, le systéme (5) est équivalent & 'un des quatre systémes suivants :

g . r —y = af27] g, - x—y=—al27] g, r —y = af27] g, x—y=—af27]
P laety=pea] TPl aty=82r 7P| a+y=-p27] | 24y =-p27
Détaillons la résolution de S :
r—y=a+2km, keZ,
r+y=p+2kn Kk €Z.

en faisant la somme et la différence de ces deux lignes, on obtient le systeme équivalent suivant :

2t =a+pB+2k+k)r, keZ, K €Z,

Sl@{ w=pF—at2k —km keZ ke

On divise par 2 et on pose n = k + k' et m = k' — kk. n et m prennent toutes les valeurs possible de Z. On
obtient :

x:a+ﬁ+n7r,n€Z, an+ﬁ[7T],
Sy = ﬂza = gga
=" +mm, m € Z. y=— [7].
On fait de méme pour Sy, S3 et S4. On obtient :
a+p  —a+p a-—p0 _—a-—0
z=— [7], T=— [7], T = [7], T=— [7],
S = :ﬁ_a[ﬂ] ou :ﬁ-l-oé[ﬂ ou - _aw ou :—5+a[]
v="5 : y=" : y=—7 : y=—7
L’ensemble des solutions est donc :
a+ﬁ—|—nﬂ'75_a+mﬂ' , _a—l_ﬁ—i—mr,ﬁ_‘_a—l—mﬂ' s
2 2 2 2
(n,m) € Z?
a—p B -« —a—f e
( 5 + nm, 5 +m7r>,( 5 + nm, 5 +m7r>

Correction n° 6.

Correction n° 7.

Correction n° 8.
| Re(2)| + | Im(2)]

73 < [2] < [Re(2)] + | Im(z)].

Montrer que, pour tout z € C,



L’inégalité de droite s’obtient par inégalité triangulaire en écrivant : z = Re(z) + iIm(z). D’ou |z| <
| Re(2)| + | Im(z)[, puis le résultat.

L’inégalité de gauche est plus délicate.

Remarquons au brouillon qu’elle est équivalente a : (|Re(2)| + |Im(2)|)? < 2|z|%, donc, en développant le
carré et en remplacant |z| par sa définition : |Re(2)? + 2| Re(2)|| Im(2)| + [ Im(2)|> < 2(Im(2)? + Re(2)?).
C’est encore équivalent a 0 < |Re(2)]? — 2|Re(2)||Im(z)| + [Im(2)|?. Ceci est toujours vrai car c’est 0 <
(|Re(z) — | Im(2)|)2. Nous allons donc partir de cette inégalité.

Nous savons que 0 < (| Re(z) — | Im(z)|)2. Donc, en développant : 0 < |Re(z)|? — 2| Re(2)|| Im(2)| + | Im(2) 2.
D’ou 2| Re(2)||Im(2)| < |Re(2)|? + | Im(2)[%. Ajoutons | Re(z)|? + |Im(z)|? & chacun des membres de cette
inégalité : 2| Re(2)|| Im(z)|+|Re(z)[? +|Im(2)[? < 2(] Re(z)[2 +|Im(z)|?). D’ou (| Re(z)|+ | Im(2)])? < 2|z|>.
Puis, en appliquant la fonction racine carrée qui est croissante sur R, et en remarquant que | Re(z)|+| Im(z)]
et |z| sont des quantités positives : | Re(2)| 4+ |Im(2)| < v/2|z|. On en déduit la seconde inéalité.

Correction n° 12. Soient (z,z') € C2. Montrer ’égalité suivante, appelée identité du parallélo-
gramme :
lz+ 22+ 2= 21> =2(2)* + |Z]?).

Utilisons I'expression du module a ’aide des conjugués :

|2+ 212 =(2+2)(z+2) =22+ 22 + 22+ 2'7.

De méme, |z — 2> = (2 — 2')(z — 2/) = 22 — 22/ — 22 + 27/,

Ainsi, |z + 2| + |2 — 2/|> = 2(22 + 2/2') = 2(]2]* + |#]?).

Interprétation géométrique : la somme des carrés des cotés d’un parallélogramme est égale a la somme des
carrés de ses diagonales.




